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INVARIANTS DE HASSE-WITT DES RE´DUCTIONS DE CERTAINES
VARIE´TE´S SYMPLECTIQUES IRRE´DUCTIBLES
par
Ste´phane Druel
1. Introduction
On de´finit l’invariant de Hasse-Witt d’une varie´te´ alge´brique X projective et lisse sur un
corps parfait de caracte´ristique > 0 comme le rang stable du Frobenius absolu agissant sur
Hdim(X)(X,OX ).
Soit X une varie´te´ de´finie sur Z avec det(Ω1X) ≃ OX . On s’inte´resse ici aux invariants de
Hasse-Witt des varie´te´s obtenues par re´duction de X modulo un nombre premier.
On sait, d’apre`s le the´ore`me de de´composition de Bogomolov (voir [Bea83, The´ore`me 1]),
que toute varie´te´ (lisse) complexe compacte ka¨hle´rienne avec c1(X) = 0 ∈ HdR(X,C) est a` un
reveˆtement e´tale fini et a` un isomorphisme pre`s un produit
T ×
∏
i∈I
Yi ×
∏
j∈J
Zj
ou`
• T est un tore complexe,
• Yi est une varie´te´ de Calabi-Yau, c’est-a`-dire, Yi est projective, simplement connexe (de
dimension > 3) et H0(Yi,Ω
•
Yi
) = C ⊕ Cωi ou` ωi est une forme diffe´rentielle de degre´
dim(Yi) partout non nulle,
• Zj est symplectique irre´ductible, c’est-a`-dire, Zj est simplement connexe et H
0(Zj ,Ω
•
Zj
) =
C[Ωj ] ou` Ωj est une 2-forme partout non de´ge´ne´re´e.
On a tre`s peu d’exemples de varie´te´s symplectiques irre´ductibles. Beauville a constuit deux
familles de varie´te´s symplectiques (irre´ductibles) de dimension 2m (pour tout entier m > 1) :
l’une est le sche´ma de Hilbert ≪ des points ≫ S[m] d’une surface K3 S ([Bea83, The´ore`me
3]) et l’autre est la varite´te´ de Kummer ge´ne´ralise´e Km(A) d’une surface abe´lienne A qui par
de´finition est la fibre au-dessus de 0 du morphisme d’Albanese de A[m+1] ([Bea83, The´ore`me
4]). O’Grady a construit deux autres familles d’exemples : l’une une famille de varie´te´s de
dimension 10 ([O’G99]) et deuxie`me nombre de Betti e´gal a` 24 ([Rap08]) et l’autre une
famille de varie´te´s de dimension 6 et deuxie`me nombre de Betti e´gal a` 8 ([O’G03]).
On sait peu de choses des invariants de Hasse-Witt des re´ductions modulo un nombre premier
des varie´te´s abe´liennes et des varie´te´s de Calabi-Yau. On sait toutefois, qu’e´tant donne´ une
courbe elliptique E sur Q, ses re´ductions modulo un nombre premier ont un invariant de
Hasse-Witt nul pour une infinite´ de nombres premiers ([Elk87]) et on montre facilement que
la surface de Kummer associe´e a` E × E a la meˆme proprie´te´.
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On obtient le re´sultat suivant.
The´ore`me 1.1. — Soient K un corps de nombres et OK l’anneau des entiers de K. On
note K¯ une cloˆture alge´brique de K et on fixe un nombre premier ℓ. Soit X une varie´te´
symplectique irre´ductible polarisable sur K. Soient f : X → Spec(OK) un mode`le entier de
X et V un ensemble fini de places non archime´diennes de K tel que f soit lisse au-dessus
de l’ouvert Spec(OK [V
−1]) de Spec(OK). On suppose ou bien rang(NS(X ⊗ K¯)) > 2 ou bien
dimQℓ(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)) pair. Il existe alors un ensemble Σ de places finies de K de densite´
> 0 tel que pour tout v ∈ Σ\V l’invariant de Hasse-Witt de Xv soit non nul. On peut supposer
la densite´ de Σ e´gale a` 1 quitte a` remplacer K par une extension finie L de K convenable.
Ogus a de´montre´ un re´sultat analogue pour une surface abe´lienne quelconque ([DMOS82,
Expose´ VI]). Joshi et Rajan ([JR01]) puis Bogomolov et Zahrin ([BZ09]) ont de´montre´
l’e´nonce´ ci-dessus lorsque dim(X) = 2, autrement dit lorsque X est une surface K3, auquel
cas b2(X) = 22. On utilise ici les meˆmes outils.
Soient X une varie´te´ symplectique irre´ductible de´finie sur un corps premier Fp de ca-
racte´ristique p et Ω ∈ H0(X,Ω2X)\{0} (Ω est par de´finition ferme´e). On montre facilement que
l’invariant de Hasse-Witt de X est non nul si et seulement si C(Ω) 6= 0 ou` C de´signe l’ope´ration
de Cartier. On fixe un nombre premier ℓ 6= p. On montre ensuite, a` peu de choses pre`s, que si
la valuation p-adique de l’une des valeurs propres du ≪ Frobenius ge´ome´trique ≫ agissant sur
H2e´t(X ⊗ F¯p,Qℓ) est nulle alors C(Ω) 6= 0 et l’invariant de Hasse-Witt de X est donc non nul.
On conclut avec un e´nonce´ du type the´ore`me de densite´ de Cˇebotarev duˆ a` Serre.
On de´montre au passage le re´sultat suivant (voir e´galement [And96][Theorem 1.6.1] pour
un re´sultat analogue dans le cas ≪ global ≫).
The´ore`me 1.2. — Soit X une varie´te´ symplectique irre´ductible polarisable de´finie sur un
corps de nombres K. On note K¯ une cloˆture alge´brique de K. On fixe un nombre premier ℓ
et on conside`re la repre´sentation ρ : Gal(K¯/K) −→ GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)). On suppose ou bien
rang(NS(X ⊗ K¯)) > 2 ou bien dimQℓ(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)) pair. Il existe alors un ensemble fini V
de places ultrame´triques de K tel que, si v est une place finie de K et v 6∈ V alors ρ est non
ramifie´e en v et l’e´le´ment de Frobenius en v Fv,ρ ∈ GL(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)) est semi-simple.
Remerciements. — Je remercie D. Huybrechts de m’avoir indique´ que [And96] contient une
de´monstration de l’e´nonce´ de la conjecture de Tate pour les varie´te´s simplectiques irre´ductibles
sur les corps de nombres sous la seule hypothe`se b2 > 4 alors que dans une pre´ce´dente version
de ce texte j’en donnais une de´monstration (incomple`te par ailleurs) dans le cas particulier
(auquel Andre´ se rame`me) ou` le rang du groupe de Ne´ron-Severi est > 2.
2. Notations et rappels
2.1. — On se donne un corps k et on fixe une cloˆture alge´brique k¯ de k. On appelle varie´te´
(alge´brique) sur k ou k-varie´te´ (alge´brique) un sche´ma de type fini sur k. Soit X une k-varie´te´.
On notera X ⊗ k¯ le produit de X et Spec(k¯) au-dessus de Spec(k).
De´finition 2.1. — On dit qu’une k-varie´te´ X lisse est symplectique siX est ge´ome´triquement
inte`gre et s’il existe une 2-forme ferme´e Ω¯ ∈ H0(X ⊗ k¯,Ω2
X⊗k¯
) qui est non de´ge´ne´re´e en tout
point. On dit qu’une varie´te´ symplectique X propre sur k est symplectique irre´ductible si
dimk¯(H
1(X ⊗ k¯,OX⊗k¯)) = 0 et dimk¯(H
0(X ⊗ k¯,Ω2
X⊗k¯
)) = 1 ou, ce qui revient au meˆme, si
dimk(H
1(X,OX )) = 0 et dimk(H
0(X,Ω2X)) = 1.
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Remarque 2.2. — Soit X une varie´te´ propre et lisse sur k. On suppose X symplectique (en
particulier ge´ome´triquement inte`gre). On sait bien qu’on a
H0(X ⊗ k¯,Ω2X⊗k¯) ≃ H
0(X,Ω2X)⊗k k¯
et
H0(X ⊗ k¯, ZΩ2X⊗k¯) ≃ H
0(X,ZΩ2X)⊗k k¯
ou` l’on a pose´ ZΩ2X = Ker(dX : Ω
2
X → Ω
3
X). On en de´duit que l’application polynomiale
H0(X,Ω2X ) ∋ Ω 7→ Ω
∧m ∈ H0(X,OX ) ≃ k ou` 2m = dim(X) n’est pas identiquement nulle puis-
qu’elle ne l’est pas apre`s extension des scalaires a` k¯ et que sa rectriction a` H0(X,ZΩ2X) ne l’est
pas non plus. Il existe donc une 2-forme ferme´e Ω ∈ H0(X,Ω2X ) non de´ge´ne´re´e en tout point.
2.2. The´ories cohomologiques. — On se donne un corps k de caracte´ristique p > 0, une
varie´te´ X propre sur k et on fixe une cloˆture alge´brique k¯ de k.
On suppose k = C et on se donne un anneau de coefficients Λ. On note alors H•B(X,Λ) la
cohomologie singulie`re de l’espace analytique complexe X(C) a` coefficients dans Λ.
On se donne un entier premier ℓ 6= p. On note H•e´t(X,Zℓ) := lim←−
H•e´t(X,Z/ℓ
nZ) et
H•e´t(X,Qℓ) := H
•
e´t(X,Zℓ)⊗Zℓ Qℓ les groupes de cohomologie ℓ-adique a` valeurs dans Zℓ et Qℓ
respectivement.
On suppose k parfait et p > 0. On note W =W (k) l’anneau des vecteurs de Witt de k, K0
son corps des fractions et H•cris(X/W ) la cohomologie cristalline de X.
On sait que lorsque X est projective et lisse sur k (comme ci-dessus), H•B(X,Q), H
•
e´t(X ⊗
k¯,Qℓ) et H
•
cris(X/W )⊗WK0 sont des alge`bres anti-commutatives gradue´es de dimensions finies
sur Q, Qℓ et K0 respectivement et qu’on a une formule de Ku¨nneth, une dualite´ de Poincare´,
des the´ore`mes de Lefschetz faible et fort et enfin des applications cycle.
On a e´galement des structures supple´mentaires sur chacun de ces groupes de cohomologie. On
suppose k fini de cardinal q = pa (a > 0). On note Fabs : X → X le Frobenius absolu. Il agit sur
par fonctorialite´ sur H•cris(X/W ) ; F
a
abs agit line´airement sur H
•
cris(X/W ) et H
•
cris(X/W )⊗WK0.
On notera K0(r) pour r ∈ Z le K0 espace vectoriel de dimension 1 sur K0 sur lequel F
a
abs agit
par multiplication par qr et pour tout K0[F
a
abs]-module V , on note V (r) := V ⊗K0 K0(r).
On suppose k quelconque (et ℓ 6= p) ; le groupe de Galois absolu Gal(k¯/k) agit sur H•e´t(X ⊗
k¯,Zℓ) et H
•
e´t(X ⊗ k¯,Qℓ) par transport de structures. On conside`re les Gal(k¯/k)-modules
Z/ℓnZ(1) := µℓn(k¯), Zℓ(1) := lim
←−
Z/ℓnZ(1) et Qℓ(1) := Zℓ(1) ⊗Zℓ Qℓ (le module de Tate
ℓ-adique). On note aussi, pour r > 1, Zℓ(r) := Zℓ(1)
⊗r (resp. Qℓ(r) := Qℓ(1)
⊗r), et en-
fin V (r) := V ⊗Zℓ Zℓ(r) (resp. V (r) := V ⊗Qℓ Qℓ(r)) pour tout Zℓ[Gal(k¯/k)]-module (resp.
Qℓ[Gal(k¯/k)]-module) V .
On suppose k = C. On rappelle que les groupes HmB (X,Z) (m > 0) portent une struc-
ture de Hodge entie`re pure de poids m. On note, pour r > 0, Z(r) la structure de hodge
entie`re de poids 2r, de type (−r,−r) avec Z(r)C = C et Z(r)Z = 2iπZ ⊂ C. On note
aussi HmB (X,C)(r) la structure de Hodge H
m
B (X,C) ⊗Z Z(r) correspondante. On note enfin
HmB (X,Q)(r) := H
m
B (X, (2iπ)
rQ) ⊂ HmB (X,C) (r > 0). On rappelle aussi que, par le the´ore`me
de comparaison ([sga73, Expose´ XI]), on a un isomorphisme HmB (X,Qℓ) ≃ He´t(X,Qℓ), qui in-
duit, via l’exponentielle, des isomorphismes HmB (X,Qℓ)(r) ≃ He´t(X,Qℓ)(r) (voir [DMOS82,
I.1]).
On suppose k quelconque. On note HdR(X, k) la cohomologie de de Rham de X sur k,
c’est-a`-dire l’hypercohomologie (pour la topologie de Zariski) du complexe de de Rham Ω•X .
On note enfin H•(X,F) la cohomolgie du faisceau de groupes abe´liens F pour la topologie
de Zariski.
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2.3. Invariant de Hasse-Witt. — Soient k un corps parfait de caracte´ristique p > 0 et σ
l’automorphisme de Frobenius de k. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur k et ϕ
un endomorphsime σ-line´aire de V . On a une de´composition en somme directe V = Vss ⊕ Vnil
ou` Vss = ∩i>0ϕ
i(V ) et Vnil = ∪i>0Ker(ϕ
i) ; les espaces vectoriels Vss et Vnil sont F -stables, la
restriction de F a` Vss est bijective et sa restriction a` Vnil est nilpotente. On appelle rang stable
de ϕ la dimension de Vss sur k. On remarque que le rang stable de V sur k est e´gal au rang
stable de V ⊗ k¯ sur k¯.
Soit X une varie´te´ alge´brique de dimension d propre sur k. On note Fabs : X → X le
morphisme de Frobenius absolu. On appelle invariant de Hasse-Witt de X (sur k) le rang
stable de Fabs agissant sur H
d(X,OX ). On note σ¯ l’automorphisme de Frobenius de k¯ et
F¯abs : X ⊗ k¯ → X ⊗ k le Frobenius absolu. On a bien suˆr un isomophisme H
d(X ⊗ k¯,OX⊗k¯) ≃
Hd(X,OX) ⊗k k¯ tel que F¯abs = Fabs ⊗ k¯, et l’invariant de Hasse-Witt de X (sur k) est donc
e´gal a` celui de X ⊗ k¯ (sur k¯).
3. Quelques pre´liminaires
On conside`re dans tout ce paragraphe un corps parfait k de caracte´ristique p > 0.
3.1. Ope´ration de Cartier. — Soit X une varie´te´ alge´brique lisse sur k de dimension
dim(X) = d. On note σ l’automorphisme de Frobenius de k et Fabs : X → X le morphisme
de Frobenius absolu. On rappelle qu’il existe un unique isomorphisme σ-line´aire d’alge`bres
gradue´es
C−1 :
⊕
ΩiX −→
⊕
Hi(Ω•X)
tel que C−1(s) = sp si s ∈ OX et C
−1(dXs) soit la classe de s
p−1dXs (H
i(Ω•X) de´signe la
cohomologie en degre´ i du complexe Ω•X) ; C est appele´ l’ope´rateur de Cartier.
On note BΩiX = dXΩ
i−1
X et ZΩ
i
X = Ker(dX : Ω
i
X → Ω
i+1
X ) pour tout i ∈ {0, . . . ,dim(X)} ; ce
sont des faisceaux de groupes abe´liens. On note encore C l’application induite par l’ope´rateur
de Cartier
ZΩiX → ZΩ
i
X/BΩ
i
X = H
i(Ω•X)→ Ω
i
X .
On rappelle enfin que l’application k-line´aire
Fabs∗ZΩ
d
X = Fabs∗ωX = Fabs∗F
!
absωX → ωX
est une ≪ application trace ≫ dans la dualite´ relative au morphisme (fini) Fabs.
Lemme 3.1. — Soit X une varie´te´ alge´brique de dimension d = 2m > 2 propre et lisse sur
k. On suppose qu’il existe une 2-forme ferme´e Ω telle qu’on ait H0(X,Ω2X) = k ·Ω et Ω
∧m 6= 0.
1. Si C(Ω) 6= 0 alors l’invariant de Hasse-Witt de X est non nul.
2. On suppose de plus H0(X,ωX) = k · Ω
∧m. On a alors C(Ω) 6= 0 si et seulement si
l’invariant de Hasse-Witt de X est non nul.
De´monstration. — On sait que l’application
H0(X,ωX) ≃ H
0(X,Fabs∗F
!
absωX)→ H
0(X,ωX )
induite par ≪ l’application trace ≫ est duale de l’application de Hasse-Witt
F ∗abs : H
d(X,OX ) −→ H
d(X,OX ).
On en de´duit en particulier que l’invariant de Hasse-Witt de X est non nul si et seulement s’il
existe une forme ω sur X de degre´ d telle que C(ω) 6= 0.
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On a C(Ω) = λΩ, pour un scalaire λ ∈ k convenable. On a donc
C(Ω ∧ · · · ∧Ω︸ ︷︷ ︸
m facteurs
) = C(Ω) ∧ · · · ∧C(Ω)︸ ︷︷ ︸
m facteurs
= λmΩ.
On conclut maintenant facilement.
On montre avec des arguments analogues le re´sultat suivant.
Lemme 3.2. — Soit X une varie´te´ alge´brique symplectique propre sur k, de dimension d =
2m. On suppose que toutes les 2-formes sur X sont ferme´es. Alors l’invariant de Hasse-Witt
de X est non nul si et seulement si l’application H0(X,Fabs∗ZΩ
2
X) −→ H
0(X,Ω2X) induite par
l’ope´rateur de Cartier est surjective.
3.2. Scindage de Frobenius. — Soit X une varie´te´ alge´brique sur k. On note encore
Fabs : X → X le morphisme de Frobenius absolu. On dit, suivant Mehta et Ramanathan
([MR85]), que l’application de Frobenius est scinde´e (on dit que X est ≪ Frobenius split ≫ en
anglais) si l’homomorphisme de OX-modules F
♯
abs : OX → Fabs∗OX l’est, c’est-a`-dire, s’il existe
un morphisme OX -lineaire ϕ : Fabs∗OX → OX tel que ϕ ◦ F
♯
abs soit l’application identite´ de
OX .
On termine ce paragraphe avec un e´nonce´ dont on ne se servira pas par la suite faisant le
lien entre l’existence d’un scindage de Frobenius et l’invariant de Hasse-Witt de X.
Lemme 3.3. — Soit X une varie´te´ symplectique irre´ductible propre sur k de dimension d =
2m. Soit Ω ∈ H0(X,Ω2X)\{0}. On a alors C(Ω) 6= 0 si et seulement si l’application de Frobenius
est scinde´e.
De´monstration. — On sait que l’application OX -line´aire
OX −→ Fabs∗OX
est scinde´e si et seulement si ≪ l’application trace ≫
Fabs∗ZΩ
d
X = Fabs∗ωX −→ ωX
l’est (voir par exemple [BK05, Proposition 1.3.7]) ; c’est encore e´quivalent au fait que l’appli-
cation
H0(X,Fabs∗ZΩ
m
X) = H
0(X,Fabs∗Ω
m
X) −→ H
0(X,ΩmX)
soit non nulle puisque Ω∧m est un ge´ne´rateur de ωX en tout point et k est un corps parfait.
On termine comme dans la de´monstration du lemme 3.1.
4. Sur un corps fini
Soit k un corps fini de caracte´ristique p a` q = pa e´le´ments, ou` a est un entier naturel non nul.
On note W =W (k) l’anneau des vecteurs de Witt de k, K0 =W [
1
p ] son corps des fractions et
σ l’automorphisme de Frobenius de W . Soit X une varie´te´ sur k. Le morphisme de Frobenius
absolu Fabs : X → X induit par transport de structures un endomorphisme σ-line´aire de la
cohomologie cristalline H•cris(X/W ) note´ Fcris.
Lemme 4.1. — Soit X une varie´te´ alge´brique projective et lisse sur k de dimension
d. On suppose H•cris(X/W ) sans torsion et on suppose que la suite spectrale de Hodge
Eij1 = H
j(X,ΩiX) =⇒ H
i+j
dR (X/k) de´ge´ne`re en E1. Soit s ∈ {0, . . . , d}. Si l’une des valeurs
propres de l’endomorphisme K0-line´aire F
a
cris de H
s
cris(X/W )⊗W K0 a une valuation p-adique
nulle (ou` la valuation est normalise´e par la condition que la valuation p-adique de q = pa est
1) alors il existe Ω ∈ H0(X,ZΩsX) telle que C(Ω) 6= 0.
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De´monstration. — Si (M,F ) est un F -isocristal sur k et λ ∈ Q, on note Mλ le plus grand
sous-F-isocristal de M de pente λ et, pour I ⊂ Q, on note MI =
⊕
i∈I Mλ (voir par exemple
[Ill79, II.3.4]).
On note k¯ une cloˆture alge´brique de k, W (k¯) l’anneau des vecteurs de Witt de k¯, K0(k¯) =
W (k¯)[1p ] son corps des fractions et σ¯ l’automorphisme de Frobenius deW (k¯). On note enfin F¯cris
l’endomorphisme de H•cris(X⊗ k¯/W (k¯)) induit par le Frobenius absolu de X⊗ k¯. On a alors un
isomorphisme canonique H•cris(X ⊗ k¯/W (k¯)) ≃ H
•
cris(X/W )⊗W W (k¯) tel que F¯cris = Fcris ⊗ σ¯
car H•cris(X/W ) est sans torsion. On rappelle que pour tout entier i > 0, les pentes du F -
isocristal (Hicris(X/W ),Fcris) sur k sont, par de´finition, les pentes du F -isocristal (H
i
cris(X ⊗
k¯/W (k¯)),Fcris) sur k¯.
On conside`re le F -isocristal (M = Hscris(X/W ) ⊗W K0, F = Fcris ⊗ IdK0). On rappelle
qu’alors les pentes du F -isocristal M sont les valuations p-adiques des valeurs propres de
l’endomorphisme Facris ⊗ IdK0 de H
s
cris(X/W )⊗W K0 (voir [Man63]). On a donc
dim(M[0]) > 1
par hypothe`se.
On note η la classe d’une section hyperplane de X dans H2cris(X/W )⊗W K0. On de´duit du
the´ore`me de Lefschetz fort ([KM74]) et du the´ore`me de dualite´ de Poincare´ ([Ber74]) que
l’application
M ⊗M −→ H2dcris(X/W )⊗W K0(s− d) ≃ K0(s)
α⊗ β 7→ α · β · ηd−s
induit un isomorphisme (de´pendant du choix de η)
HomK0(M,K0) ≃M(−s)
compatible a` l’action de Frobenius. On a donc
dim(M[s]) = dim(M[0]) > 1.
On en de´duit aussi que les pentes de M sont dans [0, s] (voir e´galement [Ber73]).
On rappelle qu’il existe une ≪W -alge`bre diffe´rentielle gradue´e strictement anti-commutative ≫
WΩ•X (de´pendant fonctoriellement de X) appele´e complexe de de Rham-Witt dont la coho-
mologie calcule la cohomologie cristalline H•cris(X/W ) ([Ill79]). On en de´duit l’existence d’une
suite spectrale, dite suite spectrale des pentes,
Eij1 = H
j(X,WΩiX) =⇒ H
i+j
cris(X/W )
ou`, pour tout i > 0, les K0-espaces vectoriels H
j(X,WΩiX) ⊗W K0 sont de dimensions finies
(voir [Ill79, The´ore`me II.2.13]) et H0(X,WΩiX) est un W -module libre de type fini (voir
[Ill79, Corollaire II.2.17]). Le Frobenius absolu de X induit un endomorphisme (de W -alge`bre
diffe´rentielle gradue´e) de WΩ•X note´ e´galement Fcris. La suite spectrale des pentes de´ge´ne`re en
E1 et fournit des isomorphismes de F -isocristaux (voir [Ill79, Corollaire II.3.5])
(Hj(X,WΩiX)⊗W K0,Fcris ⊗ IdK0) = (H
i+j
cris(X/W )⊗W K0[i,i+1[,Fcris ⊗ IdK0)
et on a donc
(H0(X,WΩsX)⊗W K0,Fcris ⊗ IdK0) = ((H
s
cris(X/W )⊗W K0)[s],Fcris ⊗ IdK0).
On note α1, . . . , αr les valeurs propres de l’endomorphisme F
a
cris ⊗ IdK0 de H
s
cris(X/W )⊗W
K0. On rappelle que le polygone de Newton du F -isocristal M = H
s
cris(X/W ) ⊗W K0 est le
polygone de R2 obtenu en portant bout a` bout a` partir du point (0, 0) des segments de pente
la valuation p-adique de αi et de projection horizontale la multiplicite´ de la valeur propre
αi. Le polygone de Hodge ≪ ge´ome´trique ≫ de X sur k est le polygone de R
2 obtenu en
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portant bout a` bout des segments de pente i et de projection horizontale le nombre de Hodge
hi,s−i := dimk(H
s−i(X,ΩiX )) partant e´galement du point (0, 0).
On sait, d’apre`s le the´ore`me de Mazur et Ogus ([Maz72], [Maz73]et [BO78]), que le po-
lygone de Newton de (H2cris(X/W ) ⊗W K0,Fcris ⊗ IdK0) est au-dessus du polygone de Hodge
≪ ge´ome´trique ≫ de X sur k et qu’ils ont meˆmes extre´mite´s. On de´duit alors de [Kat79, Theo-
rem 1.6.1] que le F -cristal (H0(X,WΩsX), Fcris) est un facteur direct de (H
s
cris(X/W ),Fcris).
On sait e´galement que l’endomorphisme (deW -alge`bre diffe´rentielle gradue´e) deWΩ•X induit
par le Frobenius Fabs est ≪ divisible ≫ par p
i sur WΩiX (i > 0) d’apre`s [Ill79, I.2.19]. On en
de´duit que le F -isocristal (H0(X,WΩsX) ⊗W K0, Fcris ⊗ IdK0) est pur de pente s puis que le
F -isocristal (H0(X,WΩsX)⊗W K0,
1
psFcris ⊗ IdK0) est pur de pente 0.
Le F -cristal (sur k¯) (H0(X ⊗ k¯,WΩs
X⊗k¯
) = H0(X,WΩsX) ⊗W W (k¯),
1
psFcris ⊗ σ¯) est donc
certainement un cristal unite´ (voir [Kat72, 2.1]) et posse`de uneW (k¯)-base (W Ω¯t)t∈T telle que
1
psFcris(W Ω¯t) =W Ω¯t pour tout t ∈ T ou` W Ω¯t ∈ H
0(X ⊗ k¯,WΩs
X⊗k¯
). On note au passage que
T est non vide puisque dim(M[s]) > 1.
La projection WΩ•
X⊗k¯
→ Ω•
X⊗k¯
induit un morphisme de la suite spectrale des pentes
Eij1 = H
j(X ⊗ k¯,WΩiX⊗k¯) =⇒ H
i+j
cris(X ⊗ k¯/W (k¯))
vers la suite spectrale de Hodge
Eij1 = H
j(X ⊗ k¯,ΩiX⊗k¯) =⇒ H
i+j
dR (X ⊗ k¯/k¯).
On sait, par hypothe`se, que la suite spectrale de Hodge de´ge´ne`re en E1 ; en particulier, toutes
les formes diffe´rentielles sur X ou X ⊗ k¯ sont ferme´es. On a donc un diagramme commutatif
H0(X ⊗ k¯,WΩs
X⊗k¯
)⊗ k¯ //

Hscris(X ⊗ k¯/W (k¯))⊗ k¯

H0(X ⊗ k¯, ZΩs
X⊗k¯
) // HsdR(X ⊗ k¯/k¯)
ou`, la fle`che verticale de droite, de´duite de la suite exacte des coefficients universels (voir
[Ber74, VII 1.1.11], est un isomorphisme. On sait aussi que la fle`che horizontale du haut est
injective puisque H0(X ⊗ k¯,WΩs
X⊗k¯
) est un facteur direct de Hscris(X ⊗ k¯/W (k¯)). On obtient
ainsi une fle`che injective
H0(X ⊗ k¯,WΩsX⊗k¯)⊗ k¯ →֒ H
0(X ⊗ k¯, ZΩsX⊗k¯).
On en de´duit que, pour tout t ∈ T , l’image Ω¯t de W Ω¯t par
H0(X ⊗ k¯,WΩsX⊗k¯)→ H
0(X ⊗ k¯,WΩsX⊗k¯)⊗ k¯ → H
0(X ⊗ k¯, ZΩsX⊗k¯) = H
0(X ⊗ k¯,ΩsX⊗k¯)
est non nulle.
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On rappelle enfin que, par choix de W Ω¯t, on a
1
psFcris(W Ω¯t) = W Ω¯t. Or
1
psFcris rele`ve
l’ope´rateur C−1, autrement dit le diagramme
H0(X ⊗ k¯,WΩs
X⊗k¯
)
1
ps
Fcris
//

H0(X ⊗ k¯,WΩs
X⊗k¯
)

H0(X ⊗ k¯,Ωs
X⊗k¯
) //
C−1

H0(X ⊗ k¯,Ωs
X⊗k¯
/BΩs
X⊗k¯
)
H0(X ⊗ k¯,Hs(Ω•X)) H
0(X ⊗ k¯, ZΩs
X⊗k¯
/BΩs
X⊗k¯
)
OO
est commutatif (voir [Ill79, Proposition 3.3]). On a donc C(Ω¯t) 6= 0 pour tout t ∈ T . On en
de´duit facilement qu’il existe Ω ∈ H0(X,ZΩsX) telle que C(Ω) 6= 0.
5. La me´thode d’Ogus, Bogomolov et Zahrin
On conside`re un corps de nombres K et on fixe une cloˆture alge´brique K¯ de K. Soit ℓ un
nombre premier.
On rappelle dans un premier temps l’e´nonce´ de la conjecture de Tate ([Tat65] et [Tat94])
sur les corps de nombres.
Conjecture 5.1 (Tate). — Soit X une varie´te´ projective et lisse sur K, ge´ome´triquement
inte`gre. L’application cycle induit une surjection
NS(X ⊗ K¯))⊗Z Qℓ ։
⋃
U
H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1)
U
ou` U parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts de Gal(K¯/K).
Soit v une place finie de K. Le corps re´siduel kv est un corps fini a` Nv = p
av
v e´le´ments ou`
pv est la caracte´ristique du corps kv et av est le degre´ de l’extension kv sur Fp. Si V est un
Qℓ-espace vectoriel de dimension finie, v est une place de K et ρ : Gal(K¯/K) −→ GL(V )) est
une repe´sentation non ramifie´e en v, on note Fv,ρ ∈ GL(V ) un ≪ e´le´ment de Frobenius ≫ (ou
plus exactement la classe de conjugaison correspondante).
On peut maintenant rappeler l’e´nonce´ (d’un cas particulier) de la conjecture de semi-
simplicite´ (voir [Kat94] et [Tat94]) sur les corps finis.
Conjecture 5.2 (≪ Conjecture de semi-simplicite´ ≫). — Soit X une varie´te´ propre et
lisse sur K. On conside`re la repre´sentation ρ : Gal(K¯/K) −→ GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)). Il existe
alors un ensemble fini V de places ultrame´triques de K tels que, si v est une place finie de K
et v 6∈ V alors ρ est non ramifie´e en v et Fv,ρ est semi-simple.
On aura besoin dans la suite du re´sultat facile suivant.
Lemme 5.3. — Soit X une varie´te´ projective et lisse sur K, ge´ome´triquement inte`gre. On
suppose que la conjecture de Tate est vraie pour X. On suppose enfin
rang(NS(X ⊗ K¯)) < dimQℓ(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)).
On note G l’image du groupe de Galois absolu Gal(K¯/K) par la repre´sentation ℓ-adique
Gal(K¯/K) −→ GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1)). Alors le groupe de Lie ℓ-adique G est de dimension
> 1.
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De´monstration. — On suppose par l’absurde que G est un groupe fini. Il existe donc une
extension galoisienne finie K ⊂ L ⊂ K¯ telle que le groupe de Galois absolu U := Gal(K¯/L)
agisse trivialement sur H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1). On a alors
H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1)
U = H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1)
et l’application cycle induit donc une surjection
NS(X ⊗ K¯))⊗Z Qℓ ։ H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1).
On a obtenu la contradiction cherche´e.
On note OK l’anneau des entiers de K. On conside`re une varie´te´ X propre et lisse sur K.
Soit f : X → Spec(OK) un mode`le entier de X, autrement dit, X est un sche´ma inte`gre
et X ⊗ K est isomorphe a` X sur K. Soit V un ensemble fini de places non archime´diennes
de K tel que f soit lisse au-dessus de Spec(OK [V
−1]). On conside`re la repre´sentation ρ :
Gal(K¯/K) −→ GL(H2e´t(X⊗K¯,Qℓ)). On fixe une place finie v de K, v 6∈ V, et on note Fabs,v le
Frobenius absolu de Xv. On rappelle que, par le the´ore`me de changement de base lisse ([sga73,
Expose´ XVI]) et [sga77, Expose´ XV], les valeurs propres du ≪ Frobenius ge´ome´trique ≫ F−1v,ρ
sont aussi les valeurs propres de Fabs,v × Idk¯v agissant sur H
2
e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ). Le polynoˆme
det(IdH2
e´t
(Xv⊗k¯v,Qℓ)
−F−1v,ρ t) est a` coefficients entiers (inde´pendants de ℓ 6= pv) d’apre`s [Del74] :
les valeurs propres de F−1v,ρ sont donc des entiers alge´briques.
Le re´sultat suivant est essentiellement duˆ a` Ogus ([DMOS82, Expose´ VI]) d’une part,
Bogomolov et Zahrin ([BZ09]) d’autre part.
Lemme 5.4. — Soit X une varie´te´ projective et lisse sur K, ge´ome´triquement inte`gre. On
suppose que la conjecture de Tate et la conjecture de semi-simplicite´ sont vraies pour X. On
suppose e´galement ℓ > 2b2 ou` b2 := dimQ(HB(X ⊗C,Q) et on note ρ la repre´sentation
Gal(K¯/K) −→ GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)).
On suppose enfin
rang(NS(X ⊗ K¯)) < dimQℓ(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)).
Il existe alors un ensemble Σ de places ultrame´triques de K de densite´ > 0 tel que, si v ∈ Σ
alors
• kv est un corps premier de caracte´ristique pv 6= ℓ,
• ρ est non ramife´e en v,
• les valeurs propres du ≪ Frobenius ge´ome´trique ≫ F−1v,ρ sont des entiers alge´briques et l’une
d’elles a une valuation pv-adique nulle (ou` la valuation est normalise´e par la condition
que la valuation pv-adique de pv est 1).
On peut e´galement supposer la densite´ de Σ e´gale a` 1 quitte a` remplacer K par une extension
finie L de K convenable.
De´monstration. — On note χℓ : Gal(K¯/K)→ Z
∗
ℓ le caracte`re cyclotomique ℓ-adique ; l’action
de Gal(K¯/K) sur le module de Tate ℓ-adique Zℓ(1) est induite par χℓ. On rappelle que si v
est une place de K qui n’est pas divisible par ℓ alors χℓ est non ramifie´ en v et χℓ(Fv) = pv.
On conside`re les repre´sentations
ρ : Gal(K¯/K) −→ GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Zℓ)) ⊂ GL(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ))
et
ρ⊗ χℓ : Gal(K¯/K) −→ GL(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Zℓ)(1)) ⊂ GL(H
2
e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)(1)).
On conside`re un ensemble V de places ultrame´triques de K tel que, si v est une place finie
de K et v 6∈ V alors ρ est non ramifie´e en v et Fv,ρ est semi-simple.
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On peut toujours supposer, quitte a` e´largir V, que si v est une place finie de K et v 6∈ V alors
pv 6= ℓ. On peut e´galement supposer, d’apre`s la discussion ci-dessus, que les valeurs propres de
F−1v,ρ sont des entiers alge´briques.
On conside`re une extension galoisienne finie L de K contenant toutes les racines ℓ-ie`me de
l’unite´ telle que la repre´sentation induite par ρ
Gal(K¯/L) −→ GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Zℓ)⊗ (Zℓ/ℓZℓ))
soit triviale.
On sait d’apre`s le the´ore`me de densite´ de Cˇebotarev que l’ensemble Σ1 des places finies de
K de corps re´siduels premiers et totalement de´compose´es dans L est de densite´ > 0. On sait
aussi, d’apre´s [Ser81, The´ore`me 10] et le lemme 5.3, que l’ensemble Σ2 des places finies v de
K hors de V (la repre´sentation ρ ⊗ χℓ est non ramifie´e en dehors de V puisque ρ l’est) telles
que Fv,ρ⊗χℓ 6= IdH2
e´t
(X⊗K¯,Qℓ)(1)
ou encore Fv,ρ 6= p
−1
v IdH2
e´t
(X⊗K¯,Qℓ)
a une densite´ e´gale a` 1.
On pose Σ := Σ1 ∩Σ2 ; c’est un ensemble de places ultrame´triques de K (en lesquelles ρ est
non ramifie´e) de densite´ > 0 et disjoint de V.
Il reste, pour terminer la de´monstration du lemme, a` voir que si v ∈ Σ alors l’une des valeurs
propres de Fv,ρ a une valuation pv-adique nulle.
Soit v ∈ Σ. On suppose, par l’absurde, que toutes les valeurs propres du ≪ Frobenius
ge´ome´trique ≫ F−1v,ρ ont une valuation pv-adique (entie`re puisque kv est un corps premier) > 0.
On a donc pv |Tr(F
−1
v,ρ ) (dans Z). On en de´duit que
1
pv
F−1v,ρ est unipotent d’apre`s [DMOS82,
VI. Proposition 2.7]. On va donner l’argument parce qu’il explique l’hypothe`se ℓ > 2b2 et le
roˆle de l’extension L. On conside`re w une place finie de L au-dessus de v. On note tw la trace de
F−1w,ρ. On note que, puisque aw = 1, Fw,ρ = Fv,ρ. On a tw = pwt
′
w avec t
′
w ∈ Z par hypothe`se. On
a bien suˆr tw =
∑
16i6b2
αi ou` les (αi)16i6b2 sont les valeurs propres de F
−1
w,ρ. On rappelle que αi
est un entier alge´brique de module paww = pv ([Del74]) et que tw ∈ Z (loc. cit). On a alors d’une
part tw ≡ b2 modulo ℓ puisque la repre´sentation Gal(K¯/L) −→ GL(H
2
e´t(X⊗K¯,Zℓ)⊗(Zℓ/ℓZℓ))
est triviale et pw − 1 ≡ 0 modulo ℓ puisque kw est un corps premier et L contient un racine
primitive ℓ-ie`me de l’unite´. On a donc t′w ≡ b2 modulo ℓ et |t
′
w| 6 b2. On en de´duit que t
′
w = b2
puisque ℓ > 2b2 (et t
′
w ∈ Z) puis que tw = pwb2 et finalement que αi = αj pour tout i, j
dans {1, . . . , b2}. On a donc montrer que
1
pw
F−1w,ρ =
1
pv
F−1v,ρ est unipotent. On en de´duit que
Fv,ρ =
1
pv
IdH2
e´t
(X⊗K¯,Qℓ)
puisque, par hypothe`se, Fv,ρ est semi-simple. On a ainsi obtenu la
contradiction souhaite´e.
On obtient la deuxie`me assertion du lemme en remplac¸ant K par L ; en effet, d’apre`s le
the´ore`me de densite´ de Cˇebotarev, l’ensemble des places finies de L dont le corps re´siduel est
premier a une densite´ 1.
6. La construction de Kuga, Satake et Deligne
On e´tend dans ce paragraphe un re´sultat de Deligne ([Del72]) utilisant une construction
due a` Kuga et Satake ([KS67]) ; Deligne explique dans loc. cit. comment la structure de Hodge
H2B(X0,C) d’une surface K3 X0 s’exprime a` l’aide des varie´te´s abe´liennes. On va expliquer que
c’est encore le cas lorsque X0 est une varie´te´ symplectique irre´ductible. Le re´sultat avait de´ja`
e´te´ observe´ (de fac¸on inde´pendante) par d’autres auteurs (voir par exemple [And96]).
On commence par expliquer ce qui doit eˆtre modifie´ dans [Del72].
Soit (X0, η0) une varie´te´ symplectique irre´ductible polarise´e sur C (η0 ∈ Pic(X0) est la classe
d’un faisceau inversible L0 ample sur X0). On pose b2 = b2(X0) et d = dim(X0).
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On note (fˆ : Xˆ → Sˆ, Lˆ) une de´formation universelle de (X0, L0) ; Sˆ est le spectre d’un
anneau de series formelles de dimension b2−3 (voir par exemple [Huy99, 1.15]). On a suppose´
L0 ample sur X0 et fˆ est donc alge´brisable. On a donc un diagramme carte´sien
Xˆ //
fˆ

X
f

Sˆ // S
ou` S est un sche´ma de type fini surC etX est une famille de varie´te´s symplectiques irre´ductibles
sur S. On a aussi un faisceau inversible L sur X, ample sur S, induisant Lˆ sur Xˆ. On peut
meˆme, graˆce au the´ore`me d’approximation d’Artin, trouver S tel que Sˆ soit le comple´te´ formel
de S en l’image 0 du point ferme´ 0ˆ de Sˆ.
On note η ∈ Γ(S,R2Bf∗Z) la classe de L. On de´signe par P
2
Bf∗Z le noyau de l’application
Z-line´aire
R2Bf∗Z −→ R
2d
B f∗Z
α 7→ α · ηd−1
et on note
ψ : P2Bf∗Z(1)⊗ P
2
Bf∗Z(1) −→ Z
l’application induite par
R2Bf∗Z(1)⊗ R
2
Bf∗Z(1) −→ R
2d
B f∗Z(d) ≃ Z
α⊗ β 7−→ α · β · ηd−2.
On sait (voir [Bea83, Corollaire 1]) et c’est essentiel pour faire fonctionner l’argument de
Deligne que la variation de structures de Hodge polarise´es (P2Bf∗Z(1), ψ) est une de´formation
universelle de (P2B(X0,Z)(1), ψ0). On sait e´galement que la forme quadratique re´elle de´duite
de ψ0 est de signature (2, b2 − 3) (voir par exemple [Wei58]).
On fixe maintenant un nombre premier ℓ. On peut bien suˆr remplacer l’anneau des coef-
ficients Z par Zℓ ci-dessus. On peut aussi conside´rer la cohomologie ℓ-adique. On obtient un
faisceau lisse P2e´tf∗Zℓ(1) sur S et une forme biline´aire
ψℓ : P
2
e´tf∗Zℓ(1)⊗ P
2
e´tf∗Zℓ(1) −→ Zℓ,
qui, via l’isomorphisme de comparaison P2e´tf∗Zℓ(1) ≃ P
2
Bf∗Zℓ(1) (voir [sga73, Expose´ XI]), se
de´duit de ψ par extension des scalaires.
Soit V un module libre sur un anneau A, muni d’une forme quadratique Q. On note C(V,Q)
l’alge`bre de Clifford associe´e a` (V,Q) et C+(V,Q) sa partie paire.
On obtient le re´sultat suivant en reprenant mot pour mot la de´monstration de [Del72,
Proposition 6.5].
Proposition 6.1. — Soit X0 une varie´te´ symplectique irre´ductible polarise´e sur un corps K ⊂
C. On pose C := C+(P2B(X0 ⊗C,Z)(1), ψ0).
1. Il existe :
(a) un sche´ma S de type fini sur Q, une famille f : X → S de varie´te´s symplectiques
irre´ductibles polarise´es, parame´tre´e par S et une extension finie L de K et un point
s de S de´fini sur L tel que Xs soit isomorphe a` X0 ⊗ L ;
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(b) un sche´ma abe´lien a : A→ S et µ : C → EndC(A) ;
(c) un isomorphisme de Zℓ-faisceaux d’alge`bres sur S
u : C+(P2e´tf∗Zℓ(1), ψℓ) ≃ EndC(R
1
e´ta∗Zℓ).
2. On suppose K ⊂ Q¯. Il existe alors un ensemble fini V de places ultrame´triques de L tel
que As ait potentiellement bonne re´duction en toutes les places finies de L n’appartenant
pas a` l’ensemble V.
Remarque 6.2. — On peut pre´ciser un peu la dernie`re assertion de la proposition pre´ce´dente.
Soit X → S un mode`le entier de f : X → S ; S est un sche´ma inte`gre de type fini sur Z,
S est la fibre ge´ne´rique de S → Spec(Z) et X s’identifie a` la fibre ge´ne´rique de X → S
comme S-sche´ma. Il existe un ensemble fini V de places ultrame´triques de L et un morphisme
Spec(OL[V
−1])→ S qui rele`ve Spec(L)→ S ⊂ S. On peut aussi supposer X ×S Spec(OL[V
−1])
lisse sur Spec(OL[V
−1]) ; V convient.
7. Sur un corps de nombres
On conside`re un corps de nombres K et on fixe une cloˆture alge´brique K¯ de K. Soit ℓ un
nombre premier.
Soit X0 une varie´te´ symplectique irre´ductible polarisable sur K. On rappelle que le groupe
de Galois Gal(K¯/K) agit sur H2e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ) par transport de structures. On e´tudie dans ce
paragraphe la repre´sentation ℓ-adique Gal(K¯/K)→ GL(H2e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)).
The´ore`me 7.1. — Soit X0 une varie´te´ symplectique irre´ductible polarise´e de´finie sur K. On
suppose ou bien rang(NS(X0 ⊗ K¯)) > 2 ou bien dimQℓ(H
2
e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)) pair. Il existe alors
un ensemble fini V de places ultrame´triques de K tels que, si v est une place finie de K et
v 6∈ V alors ρ est non ramifie´e en v et Fv,ρ est semi-simple.
De´monstration. — Soit η0 ∈ H
2
e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)(1) une polarisation de X0 de´finie sur K. On a
une de´composition en somme directe
H2e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)(1) = Qℓ · η0 ⊕ P
2
e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)(1)
de Gal(K¯/K)-modules et il suffit donc de montrer l’assertion correspondante pour le
Gal(K¯/K)-module P2e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)(1).
On conside`re (S,X, f, L,A, a, µ, u,VL, s) comme dans la proposition 6.1. Soient X → S
un mode`le entier de f : X → S. On suppose comme dans la remarque 6.2 qu’il existe un
morphisme Spec(OL[V
−1
L ]) → S relevant Spec(L) → S ⊂ S tel que X ×S Spec(OL[V
−1
L ]) soit
lisse sur Spec(OL[V
−1
L ]).
On peut toujours supposer que VL contient toutes les places finies v de L dont le corps
re´siduel est de caracte´ristique ℓ.
On note V l’ensemble des places finies de K qui divisent l’une des places de VL. On note
ρ la repre´sentation Gal(K¯/K) → GL(H2e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)). On peut toujours supposer, quitte a`
e´largir V, que ρ est non ramifie´e en v 6∈ V.
On fixe une place finie v de K telle que v 6∈ V et w une place finie de L au-dessus de v,
de sorte que w 6∈ VL. Il suffit de montrer que Fw,ρ est semi-simple. On sait en effet qu’une
puissance convenable de Fv,ρ est un e´le´ment de Frobenius en w donc conjugue´e a` Fw,ρ. On
de´duit l’assertion cherche´e du lemme 7.2. On peut donc e´galement supposer, quitte a` remplacer
K par L, que s est de´fini sur K.
On sait, d’apre`s le the´ore`me de changement de base lisse ([sga73, Expose´ XVI]), qu’on a
un isomorphisme
P2e´t(Xs ⊗ K¯,Qℓ) ≃ P
2
e´t(Xv ⊗ k¯v ,Qℓ)
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par lequel l’action de F−1v,ρ sur P
2
e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ) correspond (a` conjugaison pre`s) a` l’action de
Favabs × Idk¯v sur P
2
e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ) (voir [sga77, Expose´ XV]). On sait aussi que, par choix de v,
As a potentiellement bonne re´duction en v. Quitte a` remplacer K par une extension finie et
Fv,ρ par une puissance convenable de lui-meˆme, on peut donc supposer, en tenant compte a`
nouveau du lemme 7.2, que As a bonne re´duction en v. On note Av sa re´duction en v.
On pose a` nouveau C := C+(P2B(X0⊗C,Z)(1), ψ0). On sait d’apre`s la proposition 6.1 qu’on
a un isomorphisme de Gal(K¯/K)-modules
u⊗ K¯ : C+(P2e´t(Xs ⊗ K¯,Zℓ)(1), ψℓ ⊗ K¯) ≃ EndC(H
1
e´t(As ⊗ K¯,Zℓ))
qui se re´duit a` un isomorphisme de Gal(k¯v/kv)-modules
u⊗ k¯v : C
+(P2e´t(Xv ⊗ k¯v ,Zℓ)(1), ψℓ ⊗ k¯v) ≃ EndC(H
1
e´t(Av ⊗ k¯v,Zℓ)).(1)
On suppose rang(NS(X0 ⊗ K¯)) > 2. On peut trouver une classe alge´brique β0 ∈ P
2
e´t(X0 ⊗
K¯,Qℓ)(1) line´airement inde´pendante de η0 surQℓ telle que (ψℓ⊗K¯)(β0) 6= 0. On peut toujours
supposer β0 ∈ P
2
e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)(1)
Gal(K¯/K) quitte a` remplacer K par une extension finie. On
note βv ∈ P
2
e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ)(1) l’image de β0 ∈ P
2
e´t(Xs ⊗ K¯,Qℓ)(1). On note au passage que
β⊥v (resp. β
⊥
0 ) est invariant sous Gal(k¯v/kv) (resp. Gal(K¯/K)) puisque Qℓ · β
⊥
v (resp. Qℓ · β
⊥
0 )
l’est.
On rappelle que par de´finition, on a un isomorphisme de Gal(k¯v/kv)-modules
C+(P2e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ)(1), ψℓ ⊗ k¯v) ≃
⊕
i>0
2i∧
(P2e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ)(1)).(2)
On conside`re alors l’application Qℓ-line´aire de Gal(k¯v/kv)-modules
P2e´t(Xv ⊗ k¯v ,Qℓ)(1) ⊃ β
⊥
v →֒ EndC(H
1
e´t(Av ⊗ k¯v,Qℓ))
α 7→ (u⊗ k¯v)(α ∧ βv)
induite par (1).
On sait bien que l’action de Favabs × Idk¯v sur H
1
e´t(Av ⊗ k¯v,Qℓ) est semi-simple (voir par
exemple [DMOS82, VI. Lemma 2.10]). On en de´duit que Favabs× Idk¯v agissant sur β
⊥
v est semi-
simple puis que la restriction de Fv,ρ a` β
⊥
0 l’est aussi. Or (ψℓ ⊗ K¯)(β0) 6= 0 et on a donc une
de´composition en somme directe de Gal(K¯/K)-modules P2e´t(Xs ⊗ K¯,Qℓ)(1) = Qℓ · β0 ⊕ β
⊥
0 .
On conclut facilement dans ce cas.
On suppose maintenant dimQℓ(H
2
e´t(X0 ⊗ K¯,Qℓ)) = 2r + 2 pour un entier r > 1. On a un
isomorphisme de Gal(k¯v/kv)-modules
2r∧
P2e´t(Xv ⊗ k¯v ,Qℓ) ≃ HomQℓ(P
2
e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ),
2r+1∧
P2e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ)).(3)
On de´duit de (1), (2) et (3) que le Gal(k¯v/kv)-module P
2
e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ)(1) est un facteur
direct du Gal(k¯v/kv)-module HomQℓ(End(H
1
e´t(Av⊗k¯v,Qℓ)),Qℓ)) puisqu’on a un isomorphisme
de Gal(k¯v/kv)-modules
∧2r+1 P2e´t(Xv ⊗ k¯v,Qℓ)(2r + 1) ≃ Qℓ. On sait par ailleurs que l’action
de Favabs × Idk¯v sur H
1
e´t(Av ⊗ k¯v,Qℓ) est semi-simple et celle de Fv,ρ sur H
2
e´t(Xs ⊗ K¯,Qℓ) l’est
e´galement. Ceci termine la de´monstration du the´ore`me.
Lemme 7.2. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur corps K de caracte´ristique 0
et soit u un endomorphisme de V . Soit r un entier > 1. Si u est inversible et ur est semi-simple
alors u est e´galement semi-simple.
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De´monstration. — Soit K¯ une cloture alge´brique de K. On pose V¯ := V ⊗K¯ et u¯ := u⊗IdK¯ ∈
EndK¯(V¯ ). Quitte a` remplacer V¯ par l’un des sous-espaces propres de u¯
r, on peut toujours
supposer qu’il existe λ ∈ K¯ \ {0} tel que u¯r = λ IdV¯ . Soient ζ ∈ K¯ une racine primitive r-ie`me
de l’unite´ et P :=
∏
i∈{1,...,r}(T − ζ
iλ) ∈ K¯[T ] ; P est scinde´, a` racines simples et P (u¯) ≡ 0. On
conclut facilement.
8. De´monstration du the´ore`me 1.1
On commence par un re´sultat ge´ne´ral.
Proposition 8.1. — Soit X une varie´te´ alge´brique projective et lisse sur K, ge´ome´triquement
inte`gre, de dimension d = 2m. On suppose qu’il existe une 2-forme Ω telle qu’on ait
H0(X,Ω2X ) = K · Ω et Ω
∧m 6= 0. On suppose enfin que la conjecture de Tate et la conjecture
de semi-simplicite´ sont vraies pour X. On conside`re un mode`le entier f : X → Spec(OK) de
X et un ensemble fini V de places non archime´diennes de K tel que f soit lisse au-dessus de
l’ouvert Spec(OK [V
−1]) de Spec(OK). Il existe alors un ensemble Σ de places ultrame´triques
de K de densite´ > 0 tel que pour tout v ∈ Σ \ V l’invariant de Hasse-Witt de Xv soit non nul.
On peut supposer la densite´ de Σ e´gale a` 1 quitte a` remplacer K par une extension finie L de
K convenable.
De´monstration. — On peut toujours supposer, quitte a` e´largir V, que pour toute place finie v 6∈
V la cohomologie cristalline H∗cris(Xv/W (kv)) est sans torsion sur W (kv) ([JR01, Proposition
6.6.1]) et que la suite spectrale de Hodge Eij1 = H
j(Xv,Ω
i
Xv
) =⇒ Hi+jdR (Xv/kv) de´ge´ne`re en E1
([DI87]).
On fixe un nombre premier ℓ > 2 dimQ(HB(X⊗C,Q). On note ρ la repre´sentation ℓ-adique
Gal(K¯/K) → GL(H2e´t(X ⊗ K¯,Qℓ)). On sait d’apre`s le lemme 5.4 qu’il existe un ensemble Σ
de places ultrame´triques de K de densite´ > 0 tel que, si v ∈ Σ alors
• kv est un corps premier de caracte´ristique pv 6= ℓ,
• ρ est non ramife´e en v,
• les valeurs propres du ≪ Frobenius ge´ome´trique ≫ F−1v,ρ sont des entiers alge´briques et l’une
d’elles a une valuation pv-adique nulle (ou` la valuation est normalise´e par la condition
que la valuation pv-adique de pv est 1).
Soit v ∈ Σ \ V. On de´duit alors du lemme 4.1 qu’il existe Ωv ∈ H
0(Xv, ZΩ
2
Xv
) telle que
C(Ωv) 6= 0 et enfin du lemme 3.1 que l’invariant de Hasse-Witt de Xv est non nul.
On est maintenant en mesure de de´montrer le the´ore`me 1.1.
De´monstration du the´ore`me 1.1. — On remarque que sous les hypothe`ses du the´ore`me, on a
toujours b2(X) > 4. On sait alors d’apre`s [And96, Theorem 1.6.1] que la conjecture de Tate
est vraie pourX. On de´duit maintenant le re´sultat cherche´ de la proposition 8.1 et du the´ore`me
7.1.
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